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Resumen

Las funciones de Bessel tienen aplicaciones en procesos multifoton, en el tratamiento analitico de procesos
de campo de iluminacion, en el analisis de procesos de dispersion para los cuales la aproximacién bipolar no pue-
de ser usada, en el campo de la radiacion sincroton, en el analisis de grandes estructuras, etc. Varias funciones de
Bessel generalizadas han sido definidas y estudiadas por diversos autores.En este trabajo se evaliian los siguientes
tipos de integrales que involucran funciones de Bessel de tres variables y dos parametros.

Palabras clave: Funciones de Bessel generalizadas, funciones especiales, integrales.

Integrals involving Bessel functions of three

variables and two parameters

Abstract

The Bessel functions have applications in multiphoton processes, in analytical treatment of processes of
lighting fields, in analysis of dispersion processes for which the bipolar approximation cannot be used, in the field
of synchrotron radiation, in the analysis of big structures, etc. Several generalized Bessel functions have been de-
fined and studied by different authors. In this paper the following types of integrals involving Bessel functions of
three variables and two parameters are evaluated.

Key Words: Generalized Bessel functions, special functions, integrals.

Introduccion

Las funciones especiales son de suma importancia para cientificos e ingenieros debido a sus apli-
caciones, en particular las funciones de Bessel aparecen en la solucion de ecuaciones diferenciales en
matematica, fisica, quimica, ingenieria y otras ramas de la ciencia y la tecnologia (Galué et al[1]). Las
funciones de Bessel tienen aplicaciones en procesos multifoton (Dattoli et al [2]), en el tratamiento
analitico de procesos de campo de iluminacion especialmente en las teorias de ionizacion multifoton no-
perturbada (Reiss y Krainov [3]), en el analisis de procesos de dispersion para los cuales la aproximacion
bipolar no puede ser usada (Dattoli et al [4]), en el campo de la radiacion sincroton (Dattoli et al [S]), en
el analisis de grandes estructuras [6], etc.
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Varias funciones de Bessel generalizadas han sido definidas y estudiadas por diversos autores ([1]-
[25]). Entre éstas se tiene la funcion de Bessel generalizada de tres variables, dos parametros y un indice
(Prieto et al [23]), denotada por J, (x, ¥, 2,7, 5), la cual puede ser introducida usando la siguiente fun-
cion generadora:

X 1 Y ,2 1 z( 5 1 e,
exp{zt JJF 2( T tzrj+ 2( t3§j:| n; n(X,y,z,z', ) )

5|<oo.

donde X,Y,Z son variables reales y ¢,7,0 son parametros complejos 0 < |],|7

3 2

Ademas, J, (x, V,2;T,0 ) puede ser representada por medio de la serie convergente

J,(yzng )= Y 2" (D, (D), (2) )
m,l=e
Demostracion:

Usando la funcién generadora dada en (1)
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haciendo cambio de indices

biic) +3

Y erzng)= T 0T P (), ()G
: :

jom, I=—

n=—s

sea n = j+2m, entonces

Z Injn(‘r’ Y. Z.T, }’f) 5 Zx‘ tnrm yi‘]n—lm’—.’ (‘x)Jm’—i' (-})Jf (Z)
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y al igualar los coeficientes se obtiene el resultado (2).
Jo(x,y,z;r,5).

En este trabajo se evaltan tres tipos de integrales que involucran a la funcion

A continuacion se establece un resultado que serd de mucha utilidad en el desarrollo de la préxima
seccion.

Consideremos el siguiente caso particular de (2):
L

Jxymryr)= T 2"y (), () G).

Separando convenientemente las sumatorias se tiene

0

-1
J[] (x:v }’:ZET: ;VT) = Z Z rm yEJ—Em—E (x)Jm—E (J’,)JE (Z) +
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el cual puede escribirse como

T3 Z507) = E B0 s (i) +
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donde se intercambi6 el orden de sumacion de la ultima serie doble sobre la base de la convergen-
cia absoluta. Ahora, usando la bien conocida propiedad de simetria de las funciones de Bessel (Lebedev,
Special [26])

J,(x)==D"J (x) n=12,3,--seobtiene
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Calculo de Integrales
Integrales de la forma [ [~ ["e %% J D(\E\ﬁ\/; £ ;/r)d:c dy dz, Re(a)> 0,

Re(b)>0.Re(c)>0 :
Sustituyendo Yo (\/; \/; NzTyr ) por su representacion en serie dada en (3)
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Ahora, intercambiando el orden de las integrales y las sumatorias, asumiendo que las integrales
son absolutamente convergentes, se obtiene

i ;Z:é(—l)”’ ™y U: Edy («/;) d‘cj[f e‘b}'Jm_E(ﬁ) dy] x
[EeﬂJg (z) dzj

La sustitucion de cada funcion de Bessel por su representacion en serie (Lebedev, N., Special [26,
Pag. 102, No. (5.3.2)])

~ o (_l)k(%)erZk
L= T k)
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conduce a la expresion
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Evaluando las integrales mediante el siguiente resultado [26, p. 13, No. (1.5.1)]

z

J.I'e‘p’rz‘ldr = 1"(2)3 Re(p) >0, Re(z) > 0, (6)
4 r

se obtiene
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Al aplicar la definicién de la funcién hipergeométrica , £, (*) [26, p. 275, No. (9.14.2)] la expre-
sion anterior puede escribirse en la forma siguiente

L_§ 5 COTCRn )

=120 23 P(2m 4+ [+ 1)T(m -1+ )T +1) a7 ™= 2
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2 4a 2 4b

4c

lFl(éJr 1,7+ 1;—L). (7)

Similarmente se evaluan las otras integrales y finalmente se obtiene

J': J:]I J:[ e ==L, (\/; Sy Nz, yr)dx dy dz =
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Integrales de la forma Ik (1 -x’ )#71 (1 -y’ )Vil (1 -z )aH x

& (\/l—x2 ,\/l—y2 ,\/1—22 ;r,yr)dx dyv dz, Re(u) > 0,Re(v) = 0,Re(w) > 0:

Usando un procedimiento similar al aplicado en la seccion anterior y empleando en lugar de (6) el
resultado (Gradshteyn, 1. S. and Ryzhik [27, p. 294, No. (3.249.5)])
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Analogamente a las secciones anteriores y empleando en lugar de (6) el resultado [27, p. 286, No.
(3.197.7)]

Lxx”%(x+a)7”(x+b)7”dx «/_(«/_+«/_)‘ = fCu(ﬂ . Re(u)>
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