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Resumen

El sistema TORA (translational oscillator with rotational actuator) es un prototipo de sistema mecanico
subactuado que ha merecido gran atencion por la comunidad cientifica de control no lineal. En este trabajo, par-
tiendo de la representacion Hamiltoniana controlada por puertos basada en la energia total del sistema, considerada
como energia cinética mas energia potencial, y mediante la utilizaciéon del método de control basado en Interco-
nexion y Asignacion de Amortiguamiento, se obtiene un controlador que logra estabilizar en forma global y asin-
totica el punto de equilibrio alcanzando un excelente desempefio. Las simulaciones numéricas mostradas al final
del trabajo confirman esta apreciacion.

Palabras clave: Control no lineal, sistemas mecanicos subactuados, control basado en pasividad, método
IDA-PBC, sistema TORA.

Interconection and damping assignment control
of the subactuated TORA mechanical system

Abstract

The TORA system (translational oscillator with rotational actuator) is a prototype of sub-acted mechanical
system that has deserved great attention of the nonlinear control scientific community. In this paper, beginning with
the Port Controlled Hamiltonian representation founded in the total energy of the system, considered as kinetic plus
potential energy, and through the use of the method of control based on the interconnection and damped assign-
ment, is obtained a controller that achieves the goal of to stabilize global and asymptotically the equilibrium point,
with an excellent performance. Numerical simulations shown at the end of the work confirm the theoretical results.

Key words: Nonlinear control, Sub-acted mechanical systems, passivity based control, IDA-PBC method,
TORA system
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1. Introduccion

El problema de la estabilizacién de sistemas no lineales subactuados ha atraido la atencion de la
comunidad de control en afos recientes, Olfati-Saber [4]. El método de disefio mediante interconexion
y asignacion de amortiguamiento es un método basado en el concepto de pasividad, de alli que se deno-
mina por sus siglas en inglés IDA-PBC. Este método involucra sistemas no lineales con grado de subac-
tuacion uno, y mediante su aplicacion se alcanza la estabilizacion (asintdtica) de sistemas mecanicos,
al mismo tiempo que se le asigna al sistema en lazo cerrado una estructura Hamiltoniana respecto a una
funcion de energia deseada, Mahindrakar et al. [3].

En este trabajo se considera el problema de la estabilizacion asintética del sistema TORA utilizan-
do una ley de control sintetizada mediante la aplicacion de la metodologia de interconnection y asigna-
cion de amortiguamiento, la cual usualmente se resume con las siglas IDA-PBC, a través de la cual se
invierte el citado paradigma, por lo que se recurre primero al moldeado de la energia potencial, y a partir
del resultado se realiza el moldeado de la energia cinética. Este resultado constituye un enfoque alter-
nativo a los de Escobar et al. [1], Jankovic et al. [2] y Pavlov et al. [7], donde se proponen enfoques de
control en cascada y enfoques basados en pasividad, con los cuales se obtiene regulacion y estabilizacion
por realimentacion de la salida del sistema TORA.

En la Seccién 2 se resumen los aspectos generales del Método IDA-PBC aplicado a sistemas me-
canicos subactuados desarrollado en Ortega et al. [5], en la Seccion 3 se describe el modelo matematico
del sistema TORA, y en la Seccion 4 se presenta el analisis y disefio del controlador que logra estabilizar
el sistema. En la Seccion 5 se presentan algunas simulaciones numéricas que verifican la eficiencia del
controlador disefiado, y, por ultimo, en la Seccion 6 se presentan las conclusiones del trabajo.

2. Estabilizacion de sistemas mecanicos subactuados mediante IDA-PBC
A. Realizacion del sistema mecdnico en forma Hamiltoniana controlada por puertos.

Considérese un sistema mecanico subactuado con energia total expresada como
1 _
H(g,p)=7p"M " (9)p+V(9) (1)

donde geR",peR" representan la posicion generalizada y el momento generalizado,
M(q)=M"(q) >0 es lamatriz de inercia del sistema, y ¥ (q) es la energia potencial.

Si asumimos que el sistema no posee amortiguamiento natural, las ecuaciones del movimiento

pueden escribirse com
o 1I,|V,H 0
B o|v al|" N )
- In P G(q)

donde /n es la matriz identidad nxn, V H,V ,H son los vectores columna gradiente de H respecto de
q yrespectode p,y u eR"™ esla funcion de control.

"Uo»Qo

La matriz G € R™ es determinada por la manera como el control u € R™ ingresa en el siste-
ma, y es invertible en el caso que el sistema sea completamente actuado, o sea, m = n. En este articulo
se considera el caso en que el sistema es subactuado, es decir menos controles que grados de libertad, y
asumimos que rango(G)=m.

En la aplicacion del método IDA-PBC se siguen dos etapas basicas (Ortega et al. [5], Mahindrakar
et al. [3]): (1) la etapa del moldeado de la energia, en la cual es modificada la funcion de energia total
del sistema, considerada como la suma de la energia cinética mas la energia potencial, para asignar el
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estado de equilibrio deseado; y (2) la etapa de inyeccion de amortiguamiento, la cual permite alcanzar
estabilidad asintética. El mecanismo de estabilizacion es interpretado en términos del concepto de ener-
gia, para lo cual se requiere obtener una realizacion del sistema en lazo cerrado en la denominada forma
Hamiltoniana controlada por puertos (Ortega et al. [6]).

La forma de la ecuacién (1) motiva proponer la siguiente forma para la energia deseada del siste-
ma en lazo cerrado

1 .
Hd(q,p)=5pTMdl(q)p+Vd(q) 3)

T . . . .7 4
donde M, =M, >0 y V, representan la matriz de inercia en lazo cerrado y la funcion de energia
potencial deseada, respectivamente, y las cuales estan por ser definidas. Un requerimiento basico es que
la energia deseada ¥, posea un minimo aislado en ¢, esto es

q" =argminV,(q) 4)

En la teoria de control basado en pasividad (PBC) la entrada de control usualmente se descompone
en dos términos (véase Olfati —Saber [4])

u=u,q p)+u,q p) ©)

donde el primer término es designado para alcanzar el moldeado de la energia, mientras que a través del
segundo término se introduce amortiguamiento al sistema. En tal caso la dindmica en lazo cerrado adopta
la forma Hamiltoniana controlada por puertos siguiente

TN\=[7,(0.p)+ R,(q,p)] V‘IH"} (6)
V H
p red

donde los términos

-1
Jy= 0 MMy y R, = 0 ’ r 20 7
_MdMil J,(q,p) 0 GK.G

representan las estructuras de interconexion y de amortiguamientos deseadas.

La matriz antisimétrica J, (y algunos elementos de la matriz M ;) se introducen como para-
metros libres, mientras que la presencia del término M ~'M 4 esta justificada para preservar la rela-

., -1 . . . . . .
cion g = M~ p . Por otro lado, como es bien sabido, el aporte de amortiguamiento en sistemas pasivos
se logra via realimentacion negativa de la nueva salida pasiva, la cual en este caso viene dada por
G'V ,H ;. Esta es la razon por la cual se elegird para el término u, de la ecuacion (5) la expresion

u, =-K ,G'V H, @®)
donde se toma K = K VT > 0. Esto justifica el bloque (2,2) en la definicion de R,
B. Estabilidad

Para la estabilidad requerida en lazo cerrado se aplica la siguiente proposicion.
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Proposicion 1: El sistema (2) con H ; dada por (3) y q* dado por (4) posee un punto de equilibrio
estable en (q*, 0). Este equilibrio es asintoticamente estable si es localmente detectable a partir de la
salida G" (q)VH ,(q, p).

Dem. Véase [1].
C. Moldeado de la energia

Para obtener el término de moldeado de la energia u, en el controlador, se reemplazan (5) y (7) en
(2) e igualamos el resultado con (6), es decir,

IV e O IO i %
u =
-1, 0]V, H G| *° _MdM’l J,(q,p) vad

donde el término R, de (6) se ha cancelado con el término u , de (7).

La primera fila de la ecuacién (8) produce una identidad, mientras que la segunda fila puede ex-
presarse como

Gu =V H-M,M"'V H,+J,M;'p (10)

En el caso que nos ocupa el sistema es subactuado, luego G no es invertible, sino a lo sumo de rango
por columnas maximo, y por lo tanto el control u, inicamente ejerce influencia sobre los términos en el es-
pacio imagen del operador G. Esta observacion conduce al siguiente conjunto de ecuaciones de restriccion,
las cuales deben satisfacerse para cualquier escogencia de u,

GV H-M MV H, +J,M] p}=0 (11

donde G es un anulador izquierdo de rango maximo de G (o sea, G*G =0),

La ecuacion (11) es un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) no lineales con in-
cognitas M, y V,,y con J, siendo un parametro libre, mientras que p es una coordenada indepen-
diente. Si puede obtenerse una solucion para esta ecuacion, la ley de control resultante u, vendria dada
por

—1 —
u, =(G"G)'G"(V,H-M,M V H, +J,M; p) (12)

Las ecuaciones en derivadas parciales (11) pueden de manera natural ser separadas en términos
que dependen de p y términos que son independientes de p , o sea, aquéllos que corresponden a la
energia cinética, y aquéllos que corresponden a la energia potencial, respectivamente. En tal sentido, la
ecuacion (11) es equivalente al par de ecuaciones

GV, (p"M " p)-M MV (p"M; p)+27,M p}=0 (13)
GNy-MM Nyl =0 (14)

La primera ecuacion es una ecuacion en derivadas parciales no lineal que debe ser resuelta para
los elementos desconocidos de la matriz de inercia en lazo cerrado M ,. Conocida esta M ,, la ecuacion
(14) es una ecuacion en derivadas parciales lineal, y por lo tanto mas facil de resolver, de manera que la
mayor dificultad estd en resolver (13). Una simplificacion, que disminuiria considerablemente las difi-
cultades, es asumir la existencia de una matriz de inercia M, de términos constantes, lo cual permitiria
concentrarse Uinicamente en hallar la energia potencial deseada V/, .
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3. Modelo matematico del sistema TORA

El denominado sistema TORA (translational oscillator with rotational actuator) fue introducido
por primera vez en Jankovic et al. [2]. La Figura 1 ilustra el sistema TORA consistente de una plataforma
de masa m,, que puede oscilar sin friccion en el plano horizontal. Ubicada en la plataforma una masa
rotante excéntrica m, , es actuada por un motor DC. Su movimiento ejerce una fuerza sobre la plataforma
que puede utilizarse para amortiguar las oscilaciones traslacionales. El problema es de interés como un
caso de estudio en el disefio de controles no lineales debido a que el modelo exhibe una interaccion no
lineal entre sus movimientos traslacional y rotacional.

Pl AP M A
) @)

/] my
/]
N
/ Nt
/] k, t%l\.lz
/] t 72 ¥m,

9
Figura 1. El sistema TORA

La matriz de inercia del sistema posee la forma

_| mtm, m,rcos(q,) 15)
m,rcos(q,)  myr’ +1
con energia potencial dada por
1
V(91,4:) = Kar*+mygr cos(qs) (16)

siendo K la constante de rigidez del resorte.

Denotando ¢, =m +m,,c,=myr, c,=my* + I,y definiendo el momento de inercia generalizado

. L . . . .
mediante p = M ¢, la matriz de inercia M se escribe como

c ¢, COS
M(q2)= 1 2 €08(g,) (17)
¢, c0s(q,) Cs
donde, a fin de obtener M (qz) inversible, debe cumplirse
[YeN —2">0 (18)

y la funcién de energia total del sistema se expresa como

1o,
H(p,q) =5 p"M ™ (@:)p+V(4:,42) (19)
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Por lo tanto, las ecuaciones de Hamilton correspondientes al sistema TORA vienen dadas por
o I,|VH 0
= + u (20)
» -1, 0|V,H G

con (G = [0 ]T = 9{2"1, y u € R, resultando asi un sistema con 2 grados de libertad, con
grado de subactuacion 1,y con g, como coordenada actuada.

e 1 Q o

4. Estabilizacion del sistema TORA
A. Moldeado de la Energia en el Sistema TORA

Para el moldeado de la energia la atencion puede concentrarse en la resolucion de la EDP (14).
Para ello se define la matriz M ;, mediante

a, a
Md=|: ] 2}conal>0 y aa,—a?>0 (21)
a, a,

La ecuacion (14) para el sistema queda expresada como

{““”3 — COS(%)}V%VG, +Va, { ° }qu (22)
a,c, —a,c, cos(q,) a,c, —a,c, cos(q,)
Denotemos

AR cos(q,) _ by +b, cos(q,) (23)
7,  a,¢, —a,c, cos(q,) b,+b, cos(q,)

donde b, = a,c,, b, =-ac,, b;=a,c,, y b, =-a,c,.Esdecir,
no_by bbb, -bb, 1 (24)
7, b, b, b, + b, cos(q,)

de manera que se obtiene

71

a /c
H="oa=%|"a =aa, (25)
V. 4 ¢

En lo sucesivo, para simplificar, tomaremos Unicamente el valor positivo de la constante « . Sobre
el conjunto

{(al,az,a3)ei}{3 / a,,a, y ay satisfacen (27) y ademds a,=a al} (26)

la ecuacion (14) toma la forma

a 1 K
q_v%Vd +q_VCI2Vd :a_[\lclc3 +c, COS(%)] (27)
1

q 1
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La aplicacion del método de las caracteristicas a la ecuacion (27) conduce a la solucion

K 1 K
v, (ql,q2 ) = F(s)+ —./cc —[qlz - (c]1 -aq, )2 ]+ —c,ac08(q,)
a, 2a a,
(28)
K . K . K
+—0c,a q,8in(g,) +—c, (‘II —aq, )Sm(92 )_ — GO
a, a a
donde F'(s) es una funcion arbitraria de la variable s = ¢, —a ¢, . Para asignar el punto de equilibrio
en el origen a la funcion V', puede elegirse la funcion F'(s) como

1
F(s)= ER(ql -aq, )2 , con lo cual se obtiene finalmente para la energia potencial deseada

Vd(QlﬂqZ):%R(QI - Q2)2 +a£\/£i[%2 _(% - q2)2]+a£CZOCCOS(q2)

1 1 (29)
K . K K
+—c,a q,8in(q,)+—c, (% - Q2) Sen(‘]z )__cza
a, a, a,
donde se ha introducido R como un parametro de disefio.
La funcion V, (¢,,q,) satisface V,(0,0) = 0, y el sistema de ecuaciones
Vqu(%:%):O (30)

posee el par de soluciones

(1) (ql,qz): (O,q;) con q; satisfaciendo: sin(q;)z Kal {Ra—£1/clc3 :|q2 , ¥

) aj

-

ek

(i) (9.4,)=(g".45") con ¢," =7~ arCCOS[

¢,

\CICy

c
2
posible la solucion (i). La relacion de (i) se satisface para a lo sumo tres valores de q,", pero poseera
inicamente la solucion q,"= 0 si se elige el parametro de disefio R

de modo que kaTl[Ra _K \C1Cs ﬂ >1. En conclusion,
kC , a,
K .
V4V (01:4:)=05 (01.0,)= 00) si R>——|feie +c)] o1
1

La opcion (ii) es descartable por cuanto, de acuerdo a (21), > 1, de manera que sélo es

De tal manera que, para tener un punto minimo para V, (‘]1 »q, ), solo falta examinar que ocurre
con el Hessiano de V, en (0,0). Para este fin, el determinante de la matriz Hessiana de ¥, en (0,0). se
calcula como

K
det(Hess(V, (0,0):—2{ Ra a\Je,c;a+Ra a,c,o— Keyey —2K /e,y ¢, —Ke,” (32)

a,
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Por lo tanto, para tener un minimo en el origen, debe elegirse

(@) R>0, y (i) R >L[,/c]c3 +c2] (33)
a a,

condiciones éstas que coinciden exactamente con (31).

B. Analisis de la Estabilidad

La estabilidad del punto de equilibrio del sistema TORA se sigue de la aplicacion de la Proposi-
cion 1. Para la estabilidad asintotica definamos el conjunto residual

Q={<q],q2,pl,p2>ew/izd<ql<t>,q2<r>,pl<t>,p2<r>>=o} G4

Por aplicacion de una serie de observaciones sobre este conjunto se llega a la conclusion que
Q= {(0,0,0,0)}, y, por el Principio de Invariancia de Lasalle, el origen es un punto de equilibrio asin-
toticamente estable.

C. Inyeccion de amortiguamiento

De acuerdo con (12) el control u,, y puesto que J, =0, viene dado por

Vg H VgV
u =0 1 { @ }—MdM‘[ B “’} 33)
Vq,H Vaq,V,

Por otro lado, la expresion para el término u, del controlador es, de acuerdo a (8)

v
. =—K,[0 1{ P }_—K o 1, p

Vp,H,

1
=-K, —2[a1p2 _a2p1]
a,a; —a,

(36)

Para resumir esta seccion, establecemos la siguiente

Proposicion 2: El sistema TORA (24), con los parametros c¢,, ¢,, y ¢, sujetos a la restriccion
(21), en lazo cerrado con la funcion de control IDA-PBCu =u, +u,, conu, y u, dados por las ex-
presiones (35) y (36), posee un punto de equilibrio en el origen, ‘el cual es globalmente asintoticamente
estable.

5. Simulaciones Numéricas

Una tipica respuesta del sistema en lazo cerrado con el controlador, se muestra en las Figuras 2(a),
2(b). Como puede verse, el sistema exhibe su respuesta en forma de oscilaciones amortiguadas, y la es-
tabilizacion se produce a los 60 segundos.
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gl and g2
ptand p2

Figura 2. (a) Desplazamiento traslacional y posicion angular. (b) Velocidad trasnacional y velocidad
angular.

6. Conclusiones

En el presente trabajo se ha desarrollado un esquema de control basado en IDA-PBC para el sis-
tema prototipo TORA. La principal caracteristica de este método es que explota la estructura fisica del
sistema, en este caso, se aprovecha que toda la informacion del comportamiento dinamico del sistema
mecanico estd contenida en las funciones de energia y de disipacion., en consecuencia el disefo del con-
trolador se ha concentrado en el manejo y modificacion de estas variables.

Para el moldeado de la energia total se tom¢ ventaja de la posibilidad de obtener un matriz deseada
con términos constantes, y para la sintesis de la energia potencial deseada se obtuvo una reduccion del
conjunto de parametros posibles para la matriz deseada, que facilita enormemente la resolucion de la
ecuacion en derivadas parciales caracteristica del método IDA-PBC.

Al final se realizaron simulaciones numéricas que muestran el excelente comportamiento del con-
trolador disefiado, reduciendo significativamente las oscilaciones de la plataforma, y con un “settling
time” perfectamente aceptable.
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