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Resumen
En el presente trabajo se aplica una técnica sencilla para deducir algunas sumas de series que involucran
funciones trigonométricas. A partir de dichos resultados, se obtienen algunas identidades y se calculan algunas

integrales definidas.
Palabras clave: Series, funciones trigonométricas, identidades, integrales definidas.

Some series and integrals with trigonometric
functions

Abstract
In this work a simple technique is applied to deduce sums of the series involving trigonometric functions.

These results are used to obtain some identities and to calculate some definite integrals.

Key words: Series, trigonometric functions, identities, definite integrals.

Introduccion
En un trabajo anterior, Bassali [1] obtiene algunos resultados sobre ciertas series € integrales que

involucran ¢,y funciones trigonométricas, donde
135 (2n-1)
" 2.4.6-2n

En este trabajo se sigue la misma técnica usada en [1] para deducir, de manera sencilla, las sumas

de las series
cosnf

e senné
11
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Luego, se dan formulas de recurrencia que permiten ampliar los resultados.
También se obtienen valores de algunas integrales definidas con funciones trigonométricas.

Las operaciones que se realizan con las series estan justificadas por la convergencia uniforme de
las mismas.

Algunas series trigonométricas

Sean
C,( Zr cosnf 'y S,(r,0) Zr sennf
n=0 n=0
Entonces
C,(r, 0)+iS,(r Zr (cosnf +isennd)
n=0

= i(re’p)n

Usando el resultado

0 - 1
;Z =1 |z|<1

se tiene que

) 1
CO+ZS0:W’ |]/‘|<1
de donde
i0 1 _C,—iS,
1—re” = ' : ¢
C, +1S, C +S;
(1-7rcos@)—irsenf = Cy — Sy

2 2 2 2
, S, Cy+S,

Igualando las partes reales e imaginarias, queda

C, S
ﬁ_ 1-rcosé y %:I"SGHQ
C, +S, Cy + S,
Elevando al cuadrado en ambas ecuaciones y sumando, se tiene
1
CZ —(1 rcosf)’ +r2sen’@=1-2rcosf+r’
Entonces, resultan las formulas
>, 1—rcosd
Co(r,9)=2r cosnf = -, |r]<1 (1)
= 1-2rcos@+r
< rsenéf
So(r,é?):Zr senn@ = -, |r|<1 )

p— 1-2rcos@+r
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13

las cuales son dadas en [2, pag. 736].

Derivando respecto a r en (1) y (2), se tiene que

0C, < oC,
023 !

or n=0 n=0 or

ai—an sennfd = S r 6’ an send = 1/8i

ar n=0 n=0 ar

Efectuando las derivadas, resultan

© 2
Cl(r,H):an”COSH:r[(l_r )COSQ_ZZ], |r]<1
o (1-2rcos@+7?)

S r 0 an send = r(l ! )COSQ |r|<1

=1 (1 2rcosf +r? )2’

las cuales también aparecen en [2, pag. 737].

Obsérvese que

0°C,

8r20 = Zn(n —1Dr"?cosné
n=2
=7 {Z n’r" cosnf — an" cos n@}
n=1 n=1
de donde

2

an " cosnd = 2 Co +C,(r, 0)
o

2
2

De igual forma
2

S, (r,0)= inzr” sennd = 5;0

n=1

+8,(r, 0)

Efectuando, resulta

:anr” cosné
_r(l—r4)cost9+2r2(1—r2)coszé’+2r2(r2—2) |r|<1
" (1—2rcosﬂ+r2)3 ’
S,(r,0)=> n*r"sennd
n=1
r(1—6r2 + r4)sen0+ 7 (1+r2)sen20
= |r|<1

9

(1—2rcose+r2)3

3)

“4)

6))

(6)

(7

®)

©)

(10)
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Ahora,
83C - n-3 2 n-3
Zn(rz D(n=2)r""cosnf = Z(n 312 +2n)r"" cosnd
=r‘{Zn%”cosn9—32n2r"cosn9+22nr”cosn6’}
n=l1 n=l1 n=l1
de donde

Cy(r,0)= iifr” cosné

(1)
3
=% 30, (r, 0) - 20, (r, 0
or’
Analogamente,
err sen né
(12)
3
38830 38, (r, 0)~25,(r, 0)
r

Se observa que, continuando con este proceso, es posible generalizar y obtener sumas de series
de la forma

(13)

C(r,0) & cosnd
sennd

= Z n*r"
S k (I" , 9 n=1
Para ello, se usara el siguiente resultado [3]:

(x—x)(x—x,)(x=x,)=x"+ax"" + -+ +a, x+a,

ao=-3x,
a, —ZXX

(i<j)

Zx

(i<j<k)

donde

a, =(=1)"xx,x,, - ,x,

Aplicando el resultado anterior, se tiene

n(n—nl)(n—nz)---(n—k+1):nk +an " +an?+ - +a,_n+a,
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con
(productos de los nimeros 0, 1, 2, ... , k —1 tomados
0=y P (14)
i ai en orden creciente)
Es facil ver en (14) que a, = 0. De esta manera, se tiene que
ﬁkC -
rt Zn(n D(n-2)---(n—k+1)r"cosé
= Z(nk +an ™ +an' 7+ 4 ak_ln)r” cosnf
n=k
0 o0
= anr” cosnd + alan‘lr” cosd
n=1 n=l1
+a,) n"ricos@+ - +a,, Y nr" cosd
n=l1
=C,(r,0)+aC,,(r,0)+a,C,,(r,0)++a, C/(r,0)
de donde
o . . akc k—1
C(r,0)=)>) n"r"cosnf=r - MaC, (r,0
k( ) HZ:;, P ; i k—z( ) (15)
|r|<l, k=1
Analogamente, se obtiene
0 akS k-1
=Y n'r"sennd=r"=—=2->"asS, (r,0) (16)
n= 8}” i=1
En las tablas No. 1 y No. 2, dadas al final del trabajo, se muestran los resultados hasta £ = 5.
Si se usa la identidad
n!
nn-10)n-2)---(n—k+1)=
(n—k)!
queda

k@ C, <
v Z(n— )'r "cosnd

lo cual también puede escribirse como

o'C,

ort’

i(m+k)'

r"cos(m+k)@=

|r|<1, k=0 (17)

m=0



16 Algunas series integrales con funciones trigonométricas
Revista Tecnocientifica URU, N° 1 Julio - Diciembre 2011 (11 - 19)

Analogamente, se obtiene

0 | k
Mrmsen(m+k)0:a—i°, |7|<1, k=0 (18)
m=0 m! (97’

De (1) se deduce facilmente que

© 1_ r2
1+2) r"cosnf = , |ri<l (19)
; 1-2rcos@ +r’ | |
Usando (2) y (19) en (6), se tiene
an” sennf = (Z r"sen n@](l + 22 r" cos n&}
n=l1 n=1 n=1
= Zr” sennf + 2(21’” sen n@]Zr" cosnt
n=l1 n=l1 n=1

Efectuando el producto de Cauchy:

(: ‘,anj(: :an (: :(nj’ (n (: :aklnkJrlj
n=1 n=1 n=1 n=l1
queda que

inr" sennf = ir” senné@ + 2i(isenﬁcos(n —-k+1)6 jr"“
n=1

n=l1 n=1 \_k=I1

Z(Zsené’cos(n —k+ 1)6’]1””l =%Z(n —1)r"senné
n=2

n=1 \ k=1

=lan”“ sen(n+1)@
2 n=1

Igualando coeficientes de las mismas potencias de 7, resulta la nueva identidad trigonométrica

Zsen@cos(n—k+1)6’ :gsen(n+1)«9, (n=1,2, ... (20)

=l
Usando
cos(n—k+1)@=cos(n+1)fcoskf +sen(n+1)0senkd
sen2k6 =2senkfcoskl

en (20), se tiene

%cos(n +1)6 Zsen2kt9 +sen(n+ l)HZsen2 kO =gsen(n +1)60
= =)

Pero, 2sen’ k@ =1—cos2k6. Luego,
%cos(n +1)6 ZsenZk@ +%sen(n +1)6 —%sen(n + 1)92c0s2k¢9
k=1 k=1

—en(n+1)6
2
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de donde se obtiene

ZsenZk@

tan(n+1)0=4— (n=1, 2, ...) 1)
ZcosZkB
k=1

lo cual también resulta de [2, pag.637 (5)].

Integrales

Integrando en (1) entre 0 y 7, se tiene

Zr”fcosnedﬁ = (1-rcos0)d6

par ) 1-2rcos@+r’

Pero,

V4

J.cosnﬁdé?:{
0

7w, n=0
0, n>1

Luego, resulta

[ (1-rcos8)dé

1-2rcosf+r?
0

=7 (independiente der, |r|<I1) (22)

Multiplicando en (1) por cOSm@ (m fijo, m=1,2, ... ) e integrando entre 0 y =, se tiene

Zr"jcosné’cosm@d@ = (1-rcosg)cosmd do

= % ) 1-2rcos@ +r?

Usando la propiedad de ortogonalidad

T O, m#%n
jcosn&cosm@d@z
) 7/2, m=n
se obtiene
(l—rcosﬁ)cosnz@ d0=" " 7|<1, n=1 (23)
1-2rcos@+r 2

0

Multiplicando en (2) por senm@ (m fijo) e integrando en 0 y =, se tiene

Zr"jsennﬁsenmedé’ = deﬁ
0

perii 1-2rcos@+r’

Usando la propiedad de ortogonalidad

T 0, m#n
jsenn&senm&dez
o 72, m=n
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se obtiene

J senn&senn@zdgzzrnfl, |r|<1, n>1 (24)
1-2rcos@+r 2
0

Las integrales (22), (23) y (24) se deducen de resultados dados en [2, pag. 414, 415].

Aplicando el mismo procedimiento en (15) y (16) resultan, respectivamente,

( o* ( 1—-rcos@ ) T ol Y
0— do=—r" +> an"’
Jcosn or* \1-2rcos@ +r’ 2" ;aln (25)

0

|r|<l, k,n<l

T

o* ( rsen@ j T ol G,
sen nfd—- doO=—r"|\n"+)> an"”’
j or* \1-2rcos@+r* 24 (26)

0
|r|<1, k,n<1

los cuales son resultados mas generales.

Como casos particulares, para k= 1 se obtiene

r 2 _
[(1+7*)cos 2r]cozsn6’d9=ﬂrnfl, |r|<1; n>1 27)
J (1—2rcos€+r2) 2
0
7[(- n-1
sen @sen nb _do= nrzr , |r|<1; n>1 (28)
(1-2rcos@+7?) 2(1-r7)

o~

los cuales pueden deducirse de resultados dados en [2, pag. 414, 415].

Tabla No. 1
S, _ 1-rcosd
C,(r,0)= ;r cosnf = g |r<]|

5
k Ci(r,0) =Y nFrhecosnd | |r| <1
1 r[(1+r°) c:s=51—2r]

{1=2r cos f+r2)?
9 r(1—r?) cos 8+2r*(1—r*) cos® 8+2r*(r*—2)
(1—2r cos 8+r2)3

3 rPZS | 3C(r, 0) — 2C1(r, 6)
4 r&C 4+ 5C;(r,0) — 11Cy(r, 0) + 6Cy(r,6)
5 rP&Se 4 10C(r,0) — 35C5(r, 8) + 38C(r, 8) — 24C,(r. 8)
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Tabla No. 2

rsend
1-2rcos@+r>’

S,(r,0)= ir" senn@ =
n=0

o0
k Sk(r,0) =3 n*r"cosnf , |r| <1
n=I1

r(1—r?)senf
(1=2r cos §4r2)2
r(l=6ri4r*)senb+r: (14r*)sen2h
(1=2r cos 8+r7)7

rPZe 4 35,(r,0) — 25,(r,0)
r*552 4 555(r,0) — 1155(r, 8) + 65,(r, 6)
r%% 1+ 1084(r, 0) — 3555(r, 0) + 385,(r, 0) — 245 (r, 6)

o

[+

O | =
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