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Resumen

Este trabajo introduce una generalizacion de los polinomios de Bernoulli B o (a, b) de indice arbitrario
complejo.

Palabras clave: Polinomios de Bernoulli, Nimeros de Bernoulli.

Generalization of Bernoulli polinomials
of arbitrary complex index

Abstract

This paper introduces a generalization of Bernoulli polinomials B o (a, b) of arbitrary complex index.

Key words: Bernoulli polynomials, Bernoulli numbers.

Introduccion
Es bien conocido que los numeros clasicos de Bernoulli B, pueden ser definidos por [1-3] como
o0
X B
= = Ly <2z 1
@)=y = )R | M
n=o

O, mas generalmente, los polinomios de Bernoulli B (x), definidos por su funcion generadora [1-3]
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los polinomios de Bernoulli equivalentes son

70 = () (5)

Los polinomios de Bernoulli juegan un rol fundamental en teoria combinatoria, calculo de
diferencia finita, analisis numérico, teoria de probabilidad; ellos practicamente aparecen en cada campo
de las matematicas.

(3)

z=0

Es claro ver que B, = B (0) para los nimeros de Bernoulli.

La definicion usual de los polinomios de Bernoulli generalizados es

n
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Biani [2] introduce una nueva funcién B (a, b) para b > a > 0 por

2T
Inb—1Ina

x C x"
®(x;a,b) =m=ZBn(a,b)H; lx| < (5)
n=o

Para més informacion acerca de los nimeros y polinomios de Bernoulli, ver [3-5] y [6].

En este trabajo introducimos una generalizacion de los polinomios de Bernoulli B (a, b) de indice
arbitrario complejo. Damos algunas relaciones y propiedades de la funcién B (a, b).

Relaciones de Bg( a. b)

Introducimos una nueva funcion B (a, b) para b > a > 0, aeC por

[ee]
. B wzP B (wzP)¢ _
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De (1) tenemos
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Donde,

J .
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Ina
By(a,b) = (Inb —Ina)* *B, (m)

Sia =1y b=een esta ecuacion, resulta
B, (1, e)=B, (10)

Donde a = n, entonces Bn (1,6) = Bn .

Sia =0 en (9) se tiene [2(5), p. 429]

By a,b = (Inb—1Ina)™? (11)

Ademas,
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wzP wzP
- (elnb)sz _ (elna)sz - (b)sz _ (a)wzp

B,(=Ina) = B,(a,b) (12)
Algunas propiedades de la generalizacion de los polinomios de Bernoulli
Para niimeros reales b >a >0y wz” € R, se define

bwzp _ awzp
— wz?#0

gwz ) =g(wz;a,b)=4  WZ ()
Inb—1Ina; wzP =0
Aqui
bWz’ — qwz’  (wzP; a, b) = wzP
y
p. p. —
g wzP;a,b ®(wzP;a,b) =1 (14)
De la formula (9), tenemos
Ba(aJ b) = _Ba(b; a) (15)
También usando (9), es facil ver que
B,(a",b™)=n*"1B,(a,b), m ER (16)
En efecto:
Ina™
n pn) — n_ n)a-1
Bl b") = (b — Ina™)« B, ()

= (nlnb—nlna)* B <nl¢>

= ) “\nlna-nlnb

= () (Inb—Ina)* B, (—2% . neR

“(lna—lnb)'

Usando dB_(y)/dy =oB

ol (¥) y por calculos directos, la formula (9) nos conduce a
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Usando
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y por calculo directo, la férmula (9) nos conduce a
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Diferenciando B(x (a, b)

0B, (a,b) 0B,(a,b)
By(a,b) = ————+——
(Inb—Ina)*3

Ina
- ~ [(b—a)(lna—lnb)(a—1)Ba(m)

+ (@lna—bln b)aBa_1<ln—a>} , (19)

Ina—Inb

0B, (a,b) 0B,(a,b)
By (a,b) = %a + ET aBy_q(a,b) + aB,_1(a,b)

= 2aB,_1(a,b); Re(a)>?2

” — aB(X—l(aJ b) aBa_l(a, b))
B;(a,b) = 2a< % + =

= 2a (a —1)By_z(a,b) + (« — 1)B,_,(a,b)
=4a@—1)By(a,b); Re@)>3

La n-ésima derivada de B (4, b) es

Bl (a,b)=2"a(a—1)(a—2)..(a —n+1)B,_,;; Re(a)>n+1 (20)
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