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Resumen

Se desarroll6 un algoritmo que implementa el método de diferencias finitas aplicado al caso estudio de datos
iniciales para agujeros negros trompeta de Bowen-York impulsados, y se hizo una descripcion de los agujeros
negros trompeta de Bowen-York rotantes y de los agujeros negros trompeta de Bowen-York binarios. Especifica-
mente se uso un enfoque conforme transverso — sin traza, aplicado las ecuaciones de Einstein utilizando el
formalismo 3+1 de la relatividad numérica. Se formulan las ecuaciones fundamentales en la relatividad numérica
mediante la descomposicion 3+1, aplicadas a agujeros negros para datos iniciales de Bowen-York y luego se pre-
senta una metodologia de desarrollo de un algoritmo numérico para resolver las mismas. El algoritmo se presenta
en pseudocddigo y su implementacion en el lenguaje de programacion R. El cédigo final se desplegd uti-
lizando la filosofia de la licencia GNU General Public License v2.0 en un repositorio publico (https://github.com/
FavioVazquez/Liberum-Relativity-Project), siendo este libre, gratis y modificable por los usuarios, manteniendo la
misma licencia. Se muestran los resultados de pruebas de unidad, integracion y carga para el codigo final, las cuales
dieron resultados muy positivos. Por ultimo se muestran unas representaciones ilustrativas de los datos iniciales
para agujeros de gusano, su transformacioén en agujeros negros de trompeta, asi como una simulacion para agujeros
negros trompeta binarios, las cuales también estan bajo la licencia GNU General Public License v2.0 en el mismo
repositorio.

Palabras clave: Agujeros negros trompeta de Bowen York, método de diferencias finitas, relatividad nu-
mérica, formalismo 3+1, Liberum-Relativity Project, GNU General Public License v2.0.

Development of an algorithm that implements the
finite difference method to solve Einstein’s equations
via the 3+1 formalism of numerical relativity.

Abstract

We developed an algorithm that implemented the finite difference method applied to the case study,
boosted Bowen-York trumpet black hole initial data, with a description of rotating Bowen-York trumpet black
holes and Bowen-York binary trumpets. Specifically we used a conformal transverse-traceless approach to
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Einstein’s equations in the 3+1 formalism of numerical relativity.

We formulated the fundamental equations in numerical relativity via the 3+1 decomposition, applied to
boosted Bowen-York trumpet black hole initial data, and then we present a methodology to develop an algorithm
in order to solve them. The algorithm is presented in pseudo-code, and its implementation in the R programming
language. The final code was deployed using the GNU General Public License v2.0 philosophy in a pu-
blic repository (https://github.com/FavioVazquez/Liberum- Relativity-Project), being free and modifiable by the
users, under the same license. We showed the results of unity, integration and load tests, which gave very positive
results. Lastly, some illustrative representations for wormholes initial data, their transformation to single trumpet
black holes, and a simulation for binary trumpets are shown, which are also under the same GNU General Public
License v2.0 in the same repository.

Keywords: Bowen-York trumpet black holes, finite difference method, numerical relativity, 3+1 forma-
lism, Liberum-Relativity Project, GNU General Public License v2.0.

Introduccion

La Teoria General de la Relatividad de Einstein fue uno de los logros teéricos mas importantes
del siglo XX, y del pensamiento humano. Esta nueva teoria describia de forma elegante y precisa la
estructura, formacion, dinamica y evolucion del Universo, y aunque de muy alto nivel y complicada de
entender, fue estudiada y detallada por muchos fisicos e investigadores a lo largo de la primera mitad del
siglo XX. Se dieron a conocer las primeras soluciones exactas tan solo unos pocos afios después de las
publicaciones de Einstein, por matematicos y fisicos que pudieron comprender la estructura de la teoria
y las ecuaciones que la gobernaban, dando una nueva imagen al pensamiento cosmoldgico de la época.
El desarrollo de esta teoria estuvo de la mano con avances fundamentales en la astronomia, los cuales
permitieron probarla y corroborar su exactitud en predecir el comportamiento del Universo. En un lapso
de 50 afios, luego de las publicaciones de Einstein (Einstein 1915a,

1915b) descubrimos que viviamos en una galaxia entre miles de millones de otras galaxias, que el
Universo se expandia, que probablemente habia comenzado con una explosién maravillosa que se llamo
“Big Bang”, y pudimos registrar eventos astrondmicos nunca antes vistos por la humanidad gracias a
los avances tecnoldgicos en astronomia y astrofisica.

Lamentablemente, las ecuaciones de Einstein son a veces muy dificiles de solucionar ana-
liticamente, y para algunos sistemas que se pensaban existian en el Universo, éstas eran imposibles de
resolver con técnicas analiticas convencionales.

Se pudieron encontrar soluciones a muchos sistemas, pero los mas complejos, y muchos de ellos
interesantes e importantes para el entendimiento completo de la dindmica de sistemas en el Universo, se
mantenian solo como planteamientos debido a las imposibilidades mencionadas anteriormente. Por suer-
te, un area de la matematica comenzd a resurgir; los métodos numéricos para soluciones de ecuaciones
diferenciales, y el analisis numérico de sistemas de ecuaciones diferenciales y algebraicas que se habian
planteado entre en siglo XVIII y XIX comenzaron a tomar parte de la revolucion tecnolégica computa-
cional, y a refinarse cada vez mas para dar soluciones mas precisas a problemas muy dificiles, o hasta
imposibles, de resolver analiticamente.

En la segunda mitad del siglo XX, mientras se hacian avances tecnoldgicos y computacionales
importantes, una nueva camada de fisicos e ingenieros computacionales, comenzaron a pensar en la
posibilidad de realizar algoritmos y programas para resolver las ecuaciones de Einstein en la compu-
tadora. En ese momento se encontraron con otro problema; las ecuaciones de Einstein para el campo
gravitacional como estaban planteadas originalmente serian muy dificil e impracticas de resolver por
computadora, debido a que en ellas el tiempo y el espacio estan unidos, en un tejido espacio-temporal el
cual es deformable y es el que da la estructura al Universo, pero las computadoras no serian capaces de
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solucionar sistemas de ese estilo. Afortunadamente, la Teoria General de la Relatividad se habia refor-
mulado de diversas maneras, y se encontré que el formalismo 3+1 originado por los estudios podia ser
el indicado para formular las ecuaciones de Einstein de una manera de que se pudieran crear algoritmos
numéricos para resolverla.

Basicamente el formalismo 3+1 es un enfoque de la relatividad general que se basa en rebanar el
espacio-tiempo cuatro-dimensional, en hipersuperficies 3-dimensionales y una temporal, de manera que
se manipulan solo tensores variantes en el tiempo en un espacio tridimensional, lo cual permite reformu-
lar el problema de resolver las ecuaciones de Einstein, en un problema de Cauchy con ligaduras. Aunque
existen, y se formularon en paralelo otras descomposiciones de las ecuaciones de Einstein, sin lugar
duda la formulacion 3+1 ha sido y es la mas utilizada para la relatividad numérica.

Actualmente el area de la relatividad numérica esta en un desarrollo y avance vertiginoso, y con
el avance en la capacidad de computo y mejora del hardware de los sistemas digitales, se han dado res-
puestas a muchos problemas planteados desde hace casi un siglo por Einstein y muchos mas. Pero
existe un problema hoy en dia. La mayoria de los c6digos implementados y algoritmos formulados estan
hechos en software pago (de muy alto costo muchos de ellos) o para ser corrido en supercomputadoras,
de los cuales una gran cantidad son privados para los investigadores que los realizaron, ademas que el
codigo existente que esta libre, aunque esta bien documentado, es complejo de utilizar y entender para
investigadores iniciantes en el area. No queremos ser mal entendidos, si existen cddigos y paquetes gra-
tuitos que permiten encontrar soluciones para algunos sistemas fisicos que implementen las ecuaciones
de Einstein, solo que en muy poca medida, la mayoria no estd lo mejor documentado posible y estan
hechos en lenguajes de programacion que Gltimamente han perdido vigencia por los avances importantes
de las nuevas metodologias y lenguajes de programacion.

En este articulo se presenta, de forma resumida, una formulacion teorica de los pasos necesarios
para crear un algoritmo que implemente el método de diferencias finitas para resolver las ecuaciones de
Einstein utilizando la formulacion 3+1 de la relatividad numéricamente, especificamente se plantea del
desarrollo de un algoritmo para resolver el problema de datos iniciales para agujeros negros de trompeta
de Bowen-York impulsados, y una descripcion del problema de datos iniciales para agujeros negros de
trompeta de Bowen-York rotantes y agujeros negros de trompeta de Bowen-York binarios. Se presenta
el desarrollo completo para agujeros negros de trompeta impulsados, el cual es implementado en el len-
guaje de programacion R, y también se hace un estudio detallado de los datos iniciales para agujeros
negros trompeta de Bowen-York rotantes y binarios, planteando recomendaciones para la solucion de
estos sistemas en trabajos posteriores.

Este trabajo aunque en ultimas estd enfocado en el desarrollo de algoritmos computacionales,
brinda informacién completa, precisa, detallada y de fuentes relevantes, que permitirian a investigadores
en trabajos posteriores aplicar las técnicas, recomendaciones y teoria para la formulacion de algoritmos
numéricos para la solucion de otros sistemas importantes para la relatividad numérica.

Metodologia

Segun Hurtado (2010, p. 694) un disefio virtual estudia los eventos a partir de datos generados por
el investigador a través de ciertas técnicas, ademas dice para utilizar este disefio debe existir una teoria
previa para probar los datos. Consideramos que este disefio se acoplaba al trabajo especial de grado
debido a que los datos que se utilizaran para probar el algoritmo desarrollado, asi como las condiciones
establecidas para el mismo seran establecidos desde la teoria formulada mas no desde la existencia “real”
de un fendmeno particular; es decir, que esta informacion se obtendra luego de que se establezcan
y obtengan ecuaciones tedricas a partir de aproximaciones en diferencias finitas para las ecuaciones de
campo de Einstein.

Luego Hurtado (2010, p. 721) establece que los disefios evolutivos estan dirigidos a conocer
las transformaciones que ocurren en uno o en varios eventos de estudio a lo largo del tiempo. Ademas
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establece que este disefio puede estar dirigido al pasado o al presente, como primera aproximacion se
establecid que este trabajo estaba dirigido al presente debido a que como indica la autora: “el disefio
evolutivo centrado en el presente acompana al evento y lo observa en su evolucion, desde el presente
hacia el futuro, a fin de estudiar sus cambios en el tiempo” (Hurtado, 2010 p. 721).

Profundizando maés en la teoria de la autora se establecid que el trabajo especial de grado seria
acompanado, ademas de por un disefio virtual, por un disefio evolutivo longitudinal, esto debido a que
este tipo de disefo se caracteriza porque las mediciones o recolecciones de datos se hacen en varios mo-
mentos y de manera consecutiva, en la medida que el evento va cambiando, ademas que “el investigador
sigue el evento como testigo de sus transformaciones” (Hurtado, 2010, p. 722).

Por lo tanto debido a que en este trabajo esta destinado a desarrollar un algoritmo que implemente
el método de diferencias finitas para resolver las ecuaciones de Einstein, necesariamente debe realizarse
un estudio evolutivo de los resultados del algoritmo, tanto para comprobar su funcionamiento, como
para su eficiencia; ademas, se podra presenciar los cambios en el tiempo de las variables lo cual permite
establecer de manera directa la aplicabilidad de este disefio.

Por otra parte Hurtado (2010, p. 735) establece que “los disefio multivariables son los que se ocu-
pan del estudio de multiples eventos de manera simultanea en la misma investigacion”. Luego establece
que estos disefios pueden ser de rasgo o de caso. Se considerd que este trabajo se acoplaba, ademas
de con el disefo virtual y evolutivo longitudinal, con un disefio multivariable de caso, esto debido a que
estos disefios “son estudios profundos o exhaustivos de una o de muy pocas unidades de estudios, cuyo
objetivo es obtener un conocimiento detallado de ellas” (Hurtado 2010, p. 737). Por lo tanto debido a
que se desarrollara y probara el algoritmo para algunos casos de estudio, mas no para el total de eventos
posibles que existen en el Universo o estudiables a partir de la teoria general de la relatividad en su forma
numérica (formalismo 3+1), este trabajo se ajusta a un disefio de este tipo.

Por ultimo, se establecio que el trabajo también cae en la categoria de disefio cuasi- experimental,
que segun Hurtado (2010, p. 756) éstos ““se aproximan a la investigacion experimental, pero no cumplen
con todas las condiciones de rigurosidad que tienen los disefios experimentales. En este tipo de disefio
el investigador puede manipular la variable independiente, pero no hay seleccion al azar o rigurosa de la
muestra”. Aunque se escogieron y precisaron con detalle los escenarios cosmologicos a analizar, su se-
leccion no fue al azar, sino que se determinaron por reglas establecidas previamente, y se obtuvieron sus
parametros a partir de ecuaciones y calculos numéricos, por lo tanto la investigacion no puede tener un
disefio experimental, pero como si se modificaron las variables (en el transcurso de los procedimientos
en el programa) tampoco puede tener un disefio no experimental, derivando entonces en este disefo y
completando la descripcion del disefio global de la investigacion.

Existen muchas técnicas de recoleccion de datos e informacion, y no en todos los autores se pue-
den detallar caracteristicas equivalentes para las mismas, asi como para su registro. Luego de una extensa
revision bibliografica, se establecid que la técnica e instrumento de recoleccion de datos e informacion a
utilizar en este trabajo especial de grado era la técnica de simulacion y creacion de modelos.

La investigacion se dividio en tres fases, las cuales se detallan a continuacion:
I. Analisis:

- Se plantearon las ecuaciones y fundamentos teéricos de la relatividad numérica, particularmente
para obteniendo las condiciones iniciales y de frontera que permitan establecer un esquema de
desarrollo para su solucion utilizando un algoritmo que implemente el método de diferencias finitas.

- Se estudiaron y obtuvieron las ecuaciones para algunos casos de estudio, especificamente, para
datos iniciales para agujeros negros trompeta de Bowen-York impulsados, con una descripcion de los
agujeros negros trompeta de Bowen-York rotantes y de los agujeros negros trompeta de Bowen-York
binarios para el disefio e implementacion del algoritmo.

I1. Diseio

- Luego se disefiaron y estructuraron los componentes de software para la implementacion del
algoritmo.
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II1. Implementacion

- Se procedio a desarrollar el algoritmo planteado utilizando los componentes de software estruc-
turados.

- Se valido el algoritmo a través de pruebas de carga, unidad e integracion el algoritmo.

- Por ultimo se desarrollaron algunas visualizaciones demostrativas y esquematicas sobre los ca-
sos de estudio analizados.

Resultados

Se decidio estudiar y desarrollar un algoritmo para resolver las ecuaciones de Einstein para el caso
de datos iniciales para agujeros negros trompeta de Bowen-York impulsados, con una descripcion de los
agujeros negros trompeta de Bowen-York rotantes y de los agujeros negros trompeta de Bowen-York
binarios, usando el método de Bowen-York, especificamente un enfoque conforme transverso — sin traza,
de las ecuaciones, por ser un problema entendido y estudiado a lo largo de los afios por importantes in-
vestigadores, y aunque segun la bibliografia (Pfeiffer, 2004; Baumgarte y Shapiro, 2010;
East, Ramazanoglu y Pretorius 2012) estos no representan muy realisticamente agujeros binarios como
se quisiera, son un muy buen comienzo para el estudio de soluciones de las ecuaciones de ligadura y evo-
lucion, y presentan algunas simplicidades para ser dispuestos en una forma adecuada para ser resueltos
numéricamente. El trabajo final consisti6 en disponer las ecuaciones para estos agujeros negros de forma
que puedan resolverse numéricamente, desarrollar y probar el algoritmo realizado para su solucion y
hacer algunas representaciones esquematicas de las soluciones obtenidas.

Comenzamos por reescribir las ecuaciones de Einstein en el formalismo 3+1. Basicamente, nece-
sitamos tomar las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci y eliminar el tensor de Riemann 4-di-
mension utilizando las ecuaciones de Einstein

Gy = (4)Rab _%(4)Rgab =8nTy, 1)

a

En esta tltima seccion trabajaremos solo con objetos geométricos; recurrimos ahora a las ecuacio-
nes de Einstein para enlazar estos objetos geométricos con las propiedades fisicas del espacio-tiempo.
Las ecuaciones de restriccion se obtienen desde las ecuaciones de Gauss y Codazzi, y las ecuaciones
de evolucion se obtienen con la ecuacion para la curvatura extrinseca y la ecuacion de Ricci.

Contrayendo la ecuacion de Gauss, trabajandola utilizando algunos objetos geométricos y usando
las ecuaciones de Einstein, llegamos a

R+K*-K, K =16mp 2)
Esta ecuacion es llamada la restriccionl hamiltoniana (Baumgarte y Shapiro, 2010). Donde hemos
definido la densidad de energia como la densidad de energia total medida por un observador normal i,

A3)

_ ab
p=n,n,T

Luego contrayendo la ecuacion de Codazzi y trabajandola de la misma manera que la ecuacion
anterior obtenemos

b _ q..S
D,K,-D,K=-Y/n Gqs (4)
La cual es conocida como la restriccion de momentum, y donde hemos definido a como la densi-

dad de momentum medida por un observador normal, 72,

S, =—y'n°T,, Q)

a
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La restriccion hamiltoniana (2) y la restriccion de momentum (4) solo involucran la métrica espa-
cial, la curvatura extrinseca y sus derivadas espaciales. Son las condiciones que permiten que una
rebanada X 3-dimensional con datos ( Yab, Kab), sea embebida en una variedad M 4-dimnesional con
datos (Gab). Los datos de campo (Yab, Kab) que son impuestos en una rebanada temporal X, deben
satisfacer ambas restricciones.

La existencia de las constricciones implica que en la relatividad general no es posible especificar
de manera arbitraria las 12 cantidades dinamicas (Yab, Kab) como condiciones iniciales. Las constric-
ciones deben satisfacerse ya desde el inicio, o no estaremos resolviendo las ecuaciones de Einstein.

Las ultimas 6 ecuaciones se obtienen de la proyeccion a la hipersuperficie y contienen la verdadera
dinamica del sistema. Estas ecuaciones son:

£TKllb = _Dana + a(Rab - 2Kachc + KKab) —8na [Sab - %(S - ,0):| + £]3Kab (6)

Donde hemos definido el estrés espacial y su traza como

(7
d
S =7ab Ta §=S;
Y la evolucién para la métrica espacial Yab, la Gltima pieza perdida, puede escribirse como
Lt;/ab = _zaKab + Lﬁyab ®)

Las ecuaciones (6) y (8) forman un sistema cerrado de ecuaciones de evolucion. A estas ecuacio-
nes se les conoce como las ecuaciones de Arnowitt-Deser-Misner, o simplemente las ecuaciones ADM
(Alcubierre, 2005). Estas ecuaciones finalmente nos permiten escribir las ecuaciones de campo de la
relatividad general como un problema de Cauchy.

Seguimos los pasos para solucionar las ecuaciones de ligadura como son especificados por Sha-
piro y Baumgarte, (2010, p. 55)2: Tipicamente,..., la solucion de las ecuaciones de Einstein de valores
iniciales procede segun las siguientes lineas. Primero decidimos cudles variables de campo queremos
determinar mediante la resolucion de las ecuaciones de ligadura. Esto conlleva a escoger una descom-
posicion particular de las ecuaciones de ligadura. Luego debemos tomar decisiones para las variables
libremente especificables que queden. Estas decisiones deben reflejar la solucion fisica o astrofisica, pero
también pueden ser guiadas por alguna simplificacion resultante que indujeron en las ecuaciones
de ligadura. Por ultimo, debemos resolver estas ecuaciones para las variables de ligadura.

Comenzamos por escribir la métrica espacial Yij como el producto de alguna potencia de un factor
escalar positivo ¥ y una métrica de fondo Vij. Luego para la curvatura extrinseca es conveniente separar
Kij en su traza K y una parte sin-traza Aij de acuerdo a

_ 1
Kij_Afu-i_?}/in )

y hacer una transformacion conforme de y por separado. No esta claro a priori como transformar
K y Aij, y nuestra tnica guia es que la transformacion debe llevar a las ecuaciones de ligadura a una
forma simple y resoluble (Baumgarte y Shapiro, 2010). Podemos considerar las transformaciones

i _ i
4 =y~4 (10)

K=yPR (11)
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Donde o y B son dos exponentes hasta ahora indeterminados. Aunque existen algunos valores
para estos exponentes detallados en la bibliografia, nos apegamos a la descripcion de Gourgoulhon
(2012), en la cual mediante una inspeccion de la ecuacion para la ligadura de momentum, se sugiere la
seleccion de a = -10, y con esto

Aij _ 1//‘1017117 (12)

Lo cual implica que Aij = W-2Aij. Con esta seleccion un tensor simétrico sin-traza tiene diver-
gencia cero si y solo si Aij también la tiene. Insertando la expresion (11) en la ligadura de momentum
produce

‘//_10[_)]';117 _%V/ﬁ—47ij —%ﬂ’/fﬂ_SKVijﬁjW - 8xnS' (13)

Y con nuestro deseo de simplificar las ecuaciones, motivan a escoger de manera que tratamos K
como una invariante conforme, K =K Con esta seleccion, la ligadura hamiltoniana se convierte en

813%//—1//1?—%1//%(2 +l//77ZijZij =167y’ p .

y la ligadura de momentum es

[_)].;1” —%y/Gy”f)jK =87y 105’
(15)
La mayoria de las descomposiciones usan el re-escalado conforme de la métrica y la curvatura
extrinseca como fue introducido arriba. Diferentes descomposiciones proceden mediante la descompo-

sicion de Aij de diferentes manera. Para el caso de estudio de este trabajo se utilizo la descomposicion
conforme transversa — sin traza.

Y luego de un largo proceso algebraico muy detallado en el trabajo especial de grado, se pudieron
conseguir las ecuaciones necesarias para ser solucionadas utilizando el método de diferencias finitas,
estas ecuaciones representan los valores iniciales para agujeros negros de trompeta de Bowen-York. Para
obtener esta ecuacion diferencial parcial eliptica lineal, se utilizo el método de puncion movediza y una
serie de conjeturas y suposiciones que no pueden ser detalladas por la brevedad del articulo, se remite al
lector al trabajo de tesis para una demostracion de la siguiente ecuacion, que fue para la cual se realizo
el algoritmo:

(16)

7
an)
u o%u _ 2 81 M

T(XI y)+$(x’ y)__(xz +yz)% 64

M (xz +y2)%[99(x2 +y2)4 —26(x2 +y2)2 +3}
2(x2+y2)

M=

4[(x2 +y2 )% +3}3
B 4(x2 +y2)(3—5(x2 +y2)2)

[(x2 + y2)2 + 1}3
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Donde las condiciones de frontera que utilizamos fueron

0<x<1 (17)
0<y<1 (18)

Donde hemos utilizado el compactado el infinito haciendo la que  x,y -> seaigual ax,y =1,y

_|3M _ 3M
002 ) 2 "

u(x, 0): %, u(x, 1): L

o=

2(x2+1) (20)

En este trabajo se utilizé una aproximacion en diferencias finitas3 con diferencias centradas, y el
método iterativo de Gauss-Seidel para la resolucion de las ecuaciones algebraicas resultantes, el cual
resulta muy util para estos casos, converge muy rapido.

El método iterativo de Gauss-Seidel que se utilizd surge como una mejora del método de Jacobi.
Una inspeccion de la ecuacion para el método de Jacobi nos deja ver que las componentes de X (k-1)
son utilizadas para calcular las componentes Xi(k) de X(k) , pero para, i>1 las componentes x1(k) ,...,
xi-1(k) de X(k) ya han sido computadas y se espera que sean aproximaciones mejorar a las soluciones
actuales x1,...,xi-1 que X1(k-1). Parece razonable entonces, computar X1(k) usando los valores calcu-
lados mas recientes. Esto es, usar

1— n

xgk) =% Z(—aijx§k))— Z(—aijx§k_1))+bi , parai=1,2, ..., n 1)

1
i | j=1 j=i+1

Esta mejora es la que define el método iterativo de Gauss-Seidel.

En el trabajo especial de grado, el algoritmo realizado para la solucion de las ecuaciones plantea-
das se muestra primero en pseudocddigo, esto para que pueda ser implementado en cualquier lenguaje de
programacion moderno que el usuario desee. La implementacion del algoritmo se realizo en el lenguaje
de programacion R, lo cual puede ser sorpresivo para las personas involucradas en la resolucion
de problemas numéricos, debido a que histdricamente los métodos numéricos para la solucion a
las ecuaciones diferenciales han sido programados tipicamente en Fortran, C y Java. Aunque ya existen
métodos de solucion gratuitos para estas ecuaciones, cominmente se necesita un grado de experticia de
programacion bastante alto para su uso y modificacion; en el caso de los métodos mas sofisticados mas
aun. Por otra parte, el software “facil de usar” para resolver estos problemas, como MATLAB,
Maple o Mathematica son muy costosos, e inaccesibles para la mayoria de los estudiantes a nivel mun-
dial. En cambio R es totalmente gratuito y corre de en todos los sistemas operativos comunes: Mac OS,
Windows y Linux.

Las entradas y salidas del algoritmo son (el cédigo completo puede encontrarse en el trabajo
especial de grado, y el codigo en R en el repositorio publico de Liberum-Relativity Project4:
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Entrada:

* Tipo (Real). Valores de frontera de las variables: a, b, c, d;

* Tipo (Entero): Tamafio maximo de la red en “x” y “y”: m >= 3, n>=3.
» Tipo (Real): Tolerancia: TOL.

* Tipo (Entero): Nimero maximo de iteraciones: N.

* Tipo (Real): Parametro masico estimado del agujero negro de trompeta.

v LIBERUM- RELA IIUII T

P R 0 J E

Figura 1. Liberum-Relativity Project Logo

Salida:
* Matriz wJ[i, f] que contiene las aproximaciones para u(xi, yi) para cada
i=1,..,n yparacadaj=1,...,n-1.

Se hicieron revisiones formales a detalle mediante la codificacion del algoritmo para sefia-
lar si existian desviaciones sobre los fundamentos planteados inicialmente, recopilando datos sobre las
mismas las cuales servirian como guia para las pruebas finales. Las pruebas que se hicieron fueron de
comprobacion dinamica las cuales implican que se hicieron en ejecucion del programa y fueron pruebas
de unidad, integracion y carga, las cuales dieron resultados muy positivos para el codigo, de nuevo se
remite al lector interesado al trabajo especial de grado para una explicacion detallada de las pruebas.

Por tltimo se muestran algunas simulaciones ilustrativas que representan algunos puntos funda-
mentales de la teoria de fondo del trabajo especial de grado, y una esquematizacion de lo que se deberia
ver utilizando los datos obtenidos por el algoritmo planteado, mas las soluciones para agujeros negros
rotantes y binarios. Recordamos que estas simulaciones son videos que se encuentran de forma gratuita
en el repositorio publico bajo la licencia GNU General Public License v2.0. La primera ilustracion mues-
tra como luciria el paso de los datos iniciales para agujeros de gusano a agujeros negros de trompeta,
con el enfoque de Bowen-York, y la segunda simula la unién de dos agujeros negros de Bowen-York
impulsados y rotantes.

Figura 2. Simulaciones para agujeros negros de trompeta binarios de Bowen-York
impulsados y rotantes.
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Conclusiones

Para concluir, se debe comenzar por dar respuesta a la formulacion inicial del problema, la cual guié el de-
sarrollo y resultado de la investigacion. La formulacion que se planted establecia la pregunta de como desarrollar
un algoritmo que implemente el método de diferencias finitas para resolver las ecuaciones de Einstein utilizando
el formalismo 3+1 de la relatividad numérica, aplicado al caso de estudio de datos iniciales para agujeros negros
trompeta de Bowen-York impulsados, y dar una descripcion de los agujeros negros trompeta de Bowen-York
rotantes y de los agujeros negros trompeta de Bowen-York binarios; y para dar respuesta a la misma se comien-
za repitiendo los resultados obtenidos de como deberia hacerse la formulacion tedrico-practica de un algoritmo de
este estilo, para un caso generalizado:

1. Encontrar un sistema fisico relativista que se desee modelar, estudiar sus caracteristicas y plantear las
ecuaciones de Einstein que lo describan.

2. Hacer una descomposicion de las ecuaciones, i.e. 3+1 ADM, de modo que estas se dividan en ecuaciones
de ligadura y ecuaciones de evolucion.

3. Encontrar datos iniciales para el modelo que se planted, los cuales deben cumplir con las ligaduras
hamiltoniana y de momentum en una hipersuperficie , estudiar el comportamiento de estos datos si se puede
analiticamente. Comunmente en este paso se aplican transformaciones conformes de las ecuaciones porque
estas permiten una separacion conveniente de las variables de ligadura de las variables libremente especificables.

4. Del paso anterior resultaran usualmente ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, a las
cuales se les deben aplicar algin método para verificar su existencia y unicidad, asi como su comportamiento
para tener una idea de como deben ser sus soluciones.

5. Sino se desea trabajar con EDPs no lineales, debe encontrarse un mecanismo para convertir estas ecua-
ciones en lineales, i.e. con métodos con parametros de correccion, perturbaciones, etc.

6. Para resolver las ecuaciones que surgen del paso anterior mediante el método de diferencias finitas, se
discretizan las derivadas y las funciones.

7. Se utiliza algiin método iterativo, multiplicacion de matrices o el mas adecuado para resolver el sistema
algebraico resultante. Validar los resultados numéricos mediante pruebas de convergencia, unidad, integracion y
carga.

8. Luego con las soluciones obtenidas para las ecuaciones de ligadura se pasa a resolver las ecua-
ciones de evolucidn, es decir, se evolucionan los datos obtenidos. Generalmente esto conlleva también a resolver
ecuaciones diferenciales parciales que por lo general son elipticas o hiperbdlicas y de nuevo se siguen los pasos
5-7, o en lo posible hallar algunas soluciones analiticas. Hay que sefialar que existen métodos y técnicas distintitas
para resolver las ecuaciones de ligadura y las de evolucion, para las segundas la técnica mas utilizada y precisa para
hacerlo es la formulacion BBSN, (Shibata y Nakamura 1995, Baumgarte y Shapiro 1999).

9. Por ultimo estudiar las propiedades y caracteristicas de las soluciones obtenidas, recogiendo de ellas la
mayor informacion numérica y fisica posible para una descripcion del modelo planteado de sistema astrofisico.

En este trabajo se aplico esta metodologia de forma exitosa, debido a que se pudo lograr el objetivo general
el cual plante6 el desarrollo un algoritmo que implemente el método de diferencias finitas para resolver las ecuacio-
nes de Einstein utilizando el formalismo 3+1 de la relatividad numérica, para el caso de estudio de datos iniciales
para agujeros negros trompeta de Bowen-York impulsados, y dar con una descripcion de los agujeros negros
trompeta de Bowen-York rotantes y de los agujeros negros trompeta de Bowen-York binarios.

Se destaca ademas que el codigo implementado en R, asi como el algoritmo y las simulaciones ilustrativas
que se realizaron, se encuentran bajo la licencia GNU General Public License v2.0 en un repositorio publico5, lo
cual los convierte en codigo libre, compartible y modificable bajo la misma licencia, el cual hemos denominado
Liberum- Relativity Project. Lo cual también consideramos que es un logro importante del trabajo: comenzar una
nueva tendencia que utilice las metodologias de programacion, despliegue y

compartido de codigo actuales para resolver las ecuaciones de Einstein con los formalismos de la relatividad
numérica, y sean dispuestos de forma gratuita y libre para la comunidad de investigadores; lo cual puede tener una
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influencia muy positiva en el area en los proximos afios, facilitando el estudio y uso de la misma por investigadores
iniciantes, y que los grupos mas importantes que desarrollan estos codigos puedan ayudarse de forma libre y publi-
ca en la construccion de nuevos algoritmos y c6digo numérico para dar respuestas a los problemas fundamentales
de la cosmologia moderna y muchas otras interrogantes que puedan surgir.
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